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Generations Model; OLG) はこのような現実を考慮したモデルである。モデルを最初に考案した
サムエルソン (1958) は、２世代を仮定して不換紙幣の経済的役割について論じた。またダイア
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s.t. dat = ( yt + rat - ct)dt
 dyt = µ (yt)dt + σ ( yt)dWt,      ut ∈ [y1, y 2]
 at ≥ 0,  φ (aT ) ≥ 0
ここでφ (aT ) は遺産の効用を表し、ρ  ≥ 0 は主観的割引率である。動的計画法を適用すると、ベ
ルマン方程式は
 ρ V(a, y, t) = max
c




















となる。V(a, y, t) は t 歳のときの value function である。消費の最適条件は
 u'(c) = Va(a, y, t )        (3)
である。消費は資産と所得の関数であり、c(a, y, t) とする。貯蓄は
 s(a, y, t) =  y + ra- c(a, y, t ) 
で与えられる。ただし、t = T では
  V(a, y, T ) = φ (aT )       (4)
となる。a ≥ 0 によりつぎの条件を満たす必要がある。
 Va(0, y, t ) ≥ uc( y )        (5)
また計算の都合上、a ≤ a- とする。このため
 Va(a-, y, t) ≤ uc( y + ra-)       (7)
という条件を課す。さらに所得の上限と下限では
 ∂yV(a, y1, t) = 0        (8)
 ∂yV(a, y2, t) = 0
とする。
　所得はつぎの算術ブラウン運動にしたがう2)。
 dyt = -θ ( yt - µ )dt + σ dWt       (9)
θ  > 0 であり、所得は平均µ に回帰する性質がある。定常状態における所得と資産の分布を
g(a, y, t) と表す。g(a, y, t) はつぎのコルモゴロフ方程式を満たす。
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も満たさなければならない。第 T 世代は資産を残すので




いくつかの方法があるが、ここでは Achdou 他 (2017) のプログラムを利用できる差分法を用い
ることにした。最初に資産と所得を ai , i = 1,...,I と y j, j = 1,..., J で離散化し、年齢を tn, n = 1,..., N 
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と表される。右辺の An+1 は離散化した (at, y t) の推移行列である。これは 1階の差分方程式であ
り、(4) を初期条件として時間を逆向きにして解く。tn 世代の資産と所得の分布を g
n
i,j = g(ai, yj, tn)
で近似する。すると (10) から
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となる。こんどは時間を正の方向に進めて g ni,j を求める。ただし初期値を g
0
i,j =  g(ai, yj, 0) とする。
相続資産は同じではなく、初めから格差が存在する。しかし貯蓄を通じて格差はしだいに縮小す
る。第 t 世代の資産は













で与えられる。利子率は貯蓄を通じて g(a, y, t) を変化させる。このため A(t) は利子率の関数と
なり、総資産






















と表すこともできる。q(a, y) は全世代の資産と所得を合計したものである。S(r) は利子率の増加
関数であり、利子率が高くなると貯蓄は増加する。資産に対する（海外からの）需要を D とす
ると、資産市場の均衡条件は
 S(r) = D         (14)
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)( −= ?   
 φ (a) = 0.3log(0.001 + a)
係数の 0.3 は遺産動機の強さを表すパラメータである。
　つぎのステップを実行して数値解を求めた。
[ ステップ 1] r = r 0 と第0世代の資産と所得の分布を設定する。
[ ステップ 2] (11) と (12) 式から V ni,j と g
n
i,j を求める。



















 を求めて |S new- D| ≤ ε であれば終了する。そうでなければ２分法にしたがっ





　モデルのパラメータを T = 80, ρ = 0.05, θ = 0.8, µ = 1, σ = 0.2 とした。所得と資産を 0.5 ≤ y ≤ 
1.5, 0 ≤ a ≤ 10 の区間にとり、 I = 100 , J = 30 の分点で近似する。資産に対する需要は D = 1 とす
る。Δt = 0.5 として 160世代が重複している。前節のアルゴリズムを実行した結果、均衡利子率


















 dzt = -θ (zt - µ )dt + σ dWt,     z t ∈ [z1, z2]
現役世代の予算制約は
 dat = ((1 - τ )wt zt + rt at - ct)dt      (15)
図1 消費関数と貯蓄関数
図2 資産のプロファイル
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と表される。τ は税率で wt は実質賃金である。退職したあとは
 dat = (rt at + b - ct)dt
となる。b は現役時の賃金と無関係に支給される年金である。政府は労働所得に課税して年金の
財源とする。b = 3τ w とすれば税収と支出は等しくなる。税率をτ  = 0.2 に固定し、賃金の変動に
合わせて年金を調整するシステムを想定する。代表的企業は利潤 
 ∏ = F(K ,L) - wL - (r + δ )K 
最大となるように資本と労働を調整する。利潤最大の条件は














 Y = AKαL1-α
とすると
 w = A(1 - α )KαL-α       (16)
 r = Aα Kα-1L1-α  - δ
となる。60歳になると退職するので L = 2 / 3 である。
資本市場の均衡条件は 
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と表される。定常状態では資産と生産性の分布は変わらない。このため総資産と賃金、利子率は
一定となる。以下の手順でモデルの数値解を求めた。
[ ステップ 1] 第0世代の資産と生産性の分布、および総資産と賃金、利子率の初期値を設定
する。
[ ステップ 2] 現役世代と退役世代について  V ni,j と g
n
i,j を求める。
[ ステップ 3] 総資本



















 を計算する。|K new- K old| ≤ ε  であれば終了し、そうでなければ 
      K 1 = ω K old + (1 - ω )K new   
 に調整する。(16) 式から賃金と利子率を計算し、第0世代の資産と所得の分
布を調整してステップ 2 へ戻る。
　パラメータの値は前節と変わらない。ただし  α = 0. 3,  δ = 0. 1,  τ  = 0.2 とする。上のアルゴリズ






る。世代別にみると、現役世代は 0.65 で退役世代は 0.57 となる。これは退職すると所得格差が
縮小するからである。格差をもたらすもうひとつの要因は全要素生産性である。全要素生産性を
A = 1.0,1.2,1.4,1.6,1.8,2.0 とすると、ジニ係数は 0.62,0.51,0.40,0.29,0.20,0.14 と低くなる。したがっ
て全要素生産性が上昇すれば資産格差は小さくなる。逆に生産性が低下すれば格差は拡大する。
第三の要因は親の遺産である。遺産の効用関数
 φ (a) = η  log(0.001 + a)
の係数η が大きくなると遺産は増える。遺産の影響を見るために、η  = 0.001,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4 と
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4. 労働供給を内生化した場合
　つぎに労働供給を内生化した場合について考える。消費者は生涯の期待効用
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を最大化する。ここで lt は労働供給を表し、予算制約は
 現役世代 : dat = ((1 - τ )wz t l t + rat - ct)dt
 退役世代 : dat = (rt a t + b - ct)dt      (19)
となる。労働生産性 zt はつぎの確率過程にしたがう。
 dzt = -θ (zt - µ )dt + σ dWt ,     zt ∈ [z1, z2] 
数値計算では効用関数を
 






 φ (a) = 0.3log(0.01 + a)
とした。この場合、HJB 方程式とコルモゴロフ方程式は
 ρ V(a, z, t) = max
c,l














σµθ +−∂−−∂= ???????? (20)
となる。消費と労働供給の最適条件は
 uc(c, l ) = Va(a, z, t)
図4 資産の分布
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 - ul(c, l ) = (1 - τ )wzVa(a, z, t )      (21)
であり




= tzaVc a ?
 l = (1 - τ )wzVa(a, z, t)
となる。これらの式から Va を消去すると
 lc 2 = (1 - τ )wz
が成り立つ。s = 0 であれば、c = (1 - τ )wzl + ra より
 l((1 - τ )wzl + ra)2 = (1 - τ )wz
となる。この式から労働供給を求めることができる 5)。最適労働供給は資産と生産性の関数であ
り、∂l / ∂a < 0 となる。生産要素市場では次式が成り立つ。
 w = A(1 - α ) K αL-α   
 r = Aα Kα -1L1-α - δ   
市場均衡では (17) に加えて


























A = 1 の場合で、破線は A = 1.2 の場合である。一般にライフサイクルモデルでは資産は退職する
まで増加してその後は減少するが、この場合も同じパターンにしたがう。生産性が高くなると曲
線は上にシフトする。このため総資産は 3.447 から 4.053 に増加する。図６は労働供給を示して
いる。生産性が低いとき、労働供給は第0世代の 1.1203 から最終世代の 0.884 に減少し、生産性
が高くなると 1.031 から 0.790 に減少する。労働需要は増加するが、資産の増加で労働供給が減
少するからである。計算結果を要約すると、全要素生産性が上昇すると資本は増加して労働供給
は減少する。総生産は 1.181 から 1.399 に増加し、利子率は 5.23% から 5.36% に上昇する。総効
用を
 













と定義しよう。生産性の上昇により、総効用は U = -1.382 から -1.152 に改善する。同時に資産
格差も縮小して、ジニ係数は 0.38 から 0.30 に低下する。このように全要素生産性は総生産と資
産の分布に強い影響を与える。税率の影響も無視できない。税率をτ  = 0.2 からτ  = 0.1 に引き下
げると、労働供給は 0.758 に増加し、資本は 3.862 に拡大する。このため総生産は 1.235 となり、
総効用は U = -1.362 と高くなる。したがって減税により経済パフォーマンスは改善する。 





















4) 詳細は釜 (2018) の第11章を参照せよ。
5) 方程式の根は Matlab の fzero 関数で求めた。
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